









    Lehrer

= quadratische Funktionen

Normalparabel p: y = x² oder p: y = -x²

Parabel durch den Scheitelpunkt S (0/0) p: y = ax²; a kann positiv oder negativ sein

Beschreibung unterschiedlicher Parabeln:

· nach oben/unten geöffnet

· mit steilem/flachem Verlauf bzw. Normalparabel

Allgemeine Form einer Parabel (Normalform) p: y = ax² + bx + c

1. Scheitelpunkt

(Ist die Form y = a(x – xs)² + ys gegeben, können wir ablesen.)

Ist die Parabel in der Scheitelpunktform gegeben, lesen wir den Scheitelpunkt einfach ab.

Beispiele:
y = (x – 1,5)² + 2 
( S (1,5/2)



y = (x + 1,5)² + 2 
( S (–1,5/2)

y = x² + 3 

( S (      /      )

y = (x – 4)²

( S (      /      )

Genauso bei nach unten geöffneten Parabeln:

y = –x² – 2 

( S (      /      )

y = ​–3(x – 1)² + 2 
( S (      /      )

Problem:
y = x² – 2x + 1
( S ( ? / ? )

In dieser Form kann der Scheitelpunkt nicht direkt abgelesen werden. 

Lösungswege gibt es zwei:

1. über binomische Formel

2. mit Hilfe einer Formel

Beide Lösungswege sind gleich schnell und gleich gut!

Lösungsweg 1 mit binomischer Formel:

y = x² – 2x + 1 
(
y = (x – 1)²

( S (1/0)

y = x² + x + 0,25
(
y = (x + 0,5)² 

( S (–0,5/0)

Wenn Zahlen nicht so schön aufgehen, macht man eine quadratische Ergänzung:

y = x² – 4x + 5


y = 0,5x² – 1x – 1,5


y = –x² + 2x + 3

y = x² – 2*x*2 + 5


y = 0,5(x² – 2x – 3)


y = –(x² – 2x – 3)

y = x² – 2*x*2 + 2² – 2² + 5

y = 0,5(x² – 2x + 1 – 1– 3)

y =

y = x² – 2*x*2 + 2² – 4 + 5

y = 0,5[(x – 1)² – 4]

y = (x – 2)² + 1


y = 0,5(x – 1)² – 2


S (2/1)




S (1/–2)

Lösungsweg 2 mit Formel: 

y = ax² + bx + c;
S (–       / c –       )

xs = 




 ; ys =

S (      /      )

2. Normalform einer Funktionsgleichung

Umgekehrt ist es viel leichter:

· Gegeben ist der Scheitelpunkt S (2,5/2) einer nach oben geöffneten Normalparabel. Ermittle die Normalform der Funktion.


y = (x – 2,5)² + 2


y = x² – 5x + 6,25 + 2

y = x² – 5x + 8,25

· Gegeben ist der Scheitelpunkt S (–4/1) einer nach unten geöffneten Normalparabel. Ermittle die Normalform der Funktion.

y = –(x + 4)² + 1

y = –(x² + 8x + 16) + 1

y = –x² – 8x – 15

Unterschieden wird:

· Normalform der Funktionsgleichung:

y = ax² + bx + c
· Form, um den Scheitelpunkt ablesen zu können:
y = a(x – xs)² + ys
· Wenn y gleich Null gesetzt wird, erhält man 

Normalform der quadratischen Gleichung:
x² + px + q = 0
3. Lösung quadratischer Gleichungen

mit Hilfe der

· binomischen Formel:

· allgemeinen Formel zum Lösen quadratischer Gleichungen

Lösungsweg 1 mit binomischer Formel
Löse nach x auf: x² + 20x +100 = 36


x² + 2x*10 + 100 = 36


(x + 10)² = 36 / Wurzelziehen


x + 10 = ________


x1 + 10 = + 6; x1 = –4

x2 + 10 = –6; x2 = –16
 

Richtig? Zur Probe kann oben eingesetzt und ausgerechnet werden.

Lösungsweg 2 mit allgemeiner Formel (Formelsammlung S. 42):

Aufgabe: Lösen Sie x² + 20x +100 = 36.

1. In Normalform bringen


x² + 20x + 

2. p und q in Formel einsetzen

3. Nach x1 und x2 auflösen

Diskriminante (lat. Entscheidung):

Ist die Diskriminante 
größer Null
( 2 Lösungen





gleich Null 
( eine Lösung: x = –p/2





kleiner Null 
( keine Lösung

Warum gibt es diese Lösungsmöglichkeiten?

· Graphische Erklärung



· Mathematische Erklärung

Zusatzinformation: Quadratische Gleichungen haben zwei, eine oder keine Lösungen:
 
Geg.: 
x² = 49

Lösung:
(   
x1 = 7; x2 = –7

 
Geg.:
x² = 0
  
Lösung:
(
x = 0

 
Geg.:
x² = –4

Lösung:
(
Nicht lösbar, da Wurzel von negativen   

 






Zahlen nicht definiert ist!

4. Schnittpunkte

a) Erinnerung: Schnittpunkt zweier Geraden; dazu gibt es einen oder keinen Schnittpunkt!

Schnittpunkt zweier Geraden:
g1: y = 3x + 2

g2: y = x – 2

Gleichsetzung der Gleichungen:
3x + 2 = x – 2


x ausrechnen!



2x = –4







x = –2

y ausrechnen!



y = 3*(–2) +2

y = –6 + 2

y = –4

Schnittpunkt benennen:

S (–2/–4)

b) Schnittpunkte einer Geraden und einer Parabel; dazu gibt es zwei, einen oder keinen Schnittpunkte.

g: y = 2x + 3

p: y = x² + 2x + 2

2x + 3 = x² + 2x + 2

x² = 1 / Wurzelziehen



x1 = _____; x2 = _____

Werte in eine Gleichung einsetzen und y-Werte berechnen:

y1 = 2*_____ + 3 = 5
( S1 (      /      )


y2 = 2*_____ + 3 = 1
( S2 (      /      )

c) Schnittpunkte zweier Parabeln: dazu gibt es keinen, einen oder zwei Schnittpunkte!

p1: y = x² + 8x + 17,5

p2:  y = x² + 6x + 9,5


( S (–4/1,5)

p1: y = x² – 6x + 8

p2: y = –x² + 4x 



( S1(4/0), S2(1/3)

5. Gib die Normalform einer nach oben geöffneten Normalparabel anhand von den Punkten P1 und P2 an:

P1(1/2), P2(4/5)


I 
2 = 1² + p*1 + q


II
5 = 4² + p*4 + q

( p = –4

( q = 5


y = x² – 4x + 5

